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Аннотация.

Для системы уравнений в полных дифференциалах получены необходи-
мые условия и критерии существования автономных и цилиндричных по час-
ти переменных R-дифференцируемых первых интегралов, частных интегра-
лов и последних множителей.

Постановка задачи

Рассмотрим систему уравнений в полных дифференциалах

dw = X1(z, w)dz +X2(z, w)d z , (1)

где w и z — точки пространств Cn и Cm соответственно, векторы-столбцы
dw = colon(dw1, . . . , dwn), dz = colon(dz1, . . . , dzm), d z = colon(d z1, . . . , d zm),
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zj комплексно сопряжено к zj, а элементами матриц X1(z, w) = ‖Xξj(z, w)‖
и X2(z, w) = ‖Xξ,m+j(z, w)‖ являются R-дифференцируемые [1, с. 33; 2, c. 22]
на области G ⊂ Cm+n функции Xξl : G→ C, ξ = 1, n, j = 1,m, l = 1, 2m.

В случае одного комплексного переменного R-дифференцируемая функ-
ция w : V → C при условии ∂

z
w(z) = 0 ∀z ∈ V является голоморфной на

области V ⊂ C, а при ∂zw(z) = 0 ∀z ∈ V — антиголоморфной [1, c. 42]. Если
(p(x, y) − iq(x, y))∂

z
Rew(z) + i∂

z
Imw(z) = 0 ∀(x, y) ∈ V, а функция p —

определённоположительна, то w является (p, q)-аналитической [3] на области
V. Если ∂

z
w(z) + A(z)w(z) + B(z)w(z) = C(z) ∀z ∈ V, то w — обобщённая

аналитическая функция [4] на области V.
В многомерном случае для вполне разрешимой [5] дифференциальной

системы (1) с R-голоморфной правой частью доказано [6] существование
и единственность R-голоморфного решения (аналог теоремы Коши), а для
вполне разрешимого уравнения в полных дифференциалах проведена клас-
сификация R-особых точек решений и получены достаточные условия отсут-
ствия подвижных неалгебраических R-особых точек (аналог теорем Фукса
и Пенлеве) [7]. Разработан спектральный метод построения интегрального
базиса R-линейных многомерных дифференциальных систем [8; 9].

Ставится задача существования R-дифференцируемых интегралов и пос-
ледних множителей у дифференциальной системы (1).

Основываясь на подходах [10, c. 29; 11, c. 341; 12; 13, с. 161], будем ис-
пользовать следующие понятия. R-дифференцируемая на области G′ ⊂ G

функция: а) F : G′ → C; б) f : G′ → C; в) µ : G′ → C является: а) первым
интегралом; б) частным интегралом; в) последним множителем системы в
полных дифференциалах (1), если и только если производные Ли:

а) Xl F (z, w) = 0 ∀(z, w) ∈ G′, l = 1, 2m;

б) Xl f(z, w) = Φl(f ; z, w) ∀(z, w) ∈ G′, где Φl(0; z, w) ≡ 0, l = 1, 2m;

в) Xl µ(z, w) = − µ(z, w) div Xl(z, w) ∀(z, w) ∈ G′, l = 1, 2m,

где линейные дифференциальные операторы первого порядка

Xj(z, w) = ∂zj +
n∑
ξ=1

(
Xξj(z, w) ∂wξ +Xξ,m+j(z, w) ∂

wξ

)
∀(z, w) ∈ G, j = 1,m,

Xm+j(z, w)=∂
zj

+
n∑
ξ=1

(
Xξ,m+j(z, w)∂wξ +Xξj(z, w)∂

wξ

)
∀(z, w) ∈ G, j = 1,m.
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R-дифференцируемый первый интеграл F (частный интеграл f и пос-
ледний множитель µ) системы (1) назовём [14 – 16] (s1, s2)-неавтономным,
если функция F̃ ( f̃ и µ̃ ), полученная из F (f и µ) посредством соответствия
zj 7→ xj, zj 7→ yj (j = 1,m ), wξ 7→ uξ, wξ 7→ vξ (ξ = 1, n ), зависит от
u = (u1, . . . , un), v = (v1, . . . , vn) и только от s1 (0 6 s1 6 m) переменных
x1, . . . , xm и s2 (0 6 s2 6 m) переменных y1, . . . , ym. Если функция F̃ ( f̃ и
µ̃ ) зависит от x = (x1, . . . , xm), y = (y1, . . . , ym) и только от k1 (0 6 k1 6 n)

переменных u1, . . . , un и k2 (0 6 k2 6 n) переменных v1, . . . , vn, то F (f и
µ) назовём (n − k1, n − k2)-цилиндричным. Иначе говоря, первый интеграл
F (частный интеграл f и последний множитель µ), антиголоморфный по
m− s1 и голоморфный по m− s2 независимым переменным является (s1, s2)-
неавтономным; а антиголоморфный по n − k1 и голоморфный по n − k2 за-
висимым переменным является (n− k1, n− k2)-цилиндричным.

R-дифференцируемые частные интегралы

Предположим, что система (1) имеет (s1, s2)-неавтономный (n−k1, n−k2)-
цилиндричный R-дифференцируемый на области G′ частный интеграл

f : (z, w)→ f(sz, kw) ∀(z, w) ∈ G′, (2)

где для удобства записи принято сокращение s = (s1, s2), k = (n−k1, n−k2).

Не умаляя общности, будем считать, что функция f является антиголомор-
фной по независимым zs1+1, . . . , zm и зависимым wk1+1, . . . , wn переменным и
голоморфной по независимым z

js2+1
, . . . , z

jm
, jβ ∈ {1, . . . ,m}, β = s2 + 1,m, и

зависимым w
ζk2+1

, . . . , w
ζn
, ζδ ∈ {1, . . . , n}, δ = k2 + 1, n, переменным. Тогда,

по критерию существования частного интеграла, справедливы тождества

Xlsk f(sz, kw) = Φl(f ; z, w) ∀(z, w) ∈ G′, l = 1, 2m, (3)

где линейные дифференциальные операторы

Xθsk(z, w) = ∂zθ +

k1∑
ξ=1

Xξθ(z, w)∂wξ +

k2∑
τ=1

Xζτ ,m+θ(z, w)∂
wζτ
∀(z, w) ∈ G,

Xηsk(z, w) =

k1∑
ξ=1

Xξη(z, w)∂wξ +

k2∑
τ=1

Xζτ ,m+η(z, w)∂
wζτ
∀(z, w) ∈ G,
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Xm+jg,sk(z, w) = ∂
zjg

+

k1∑
ξ=1

Xξ,m+jg(z, w)∂wξ +

k2∑
τ=1

Xζτ jg(z, w)∂
wζτ
∀(z, w) ∈ G,

Xm+jν ,sk(z, w) =

k1∑
ξ=1

Xξ,m+jν(z, w)∂wξ +

k2∑
τ=1

Xζτ jν(z, w)∂
wζτ
∀(z, w) ∈ G,

θ = 1, s1, η = s1 + 1,m, g = 1, s2, ν = s2 + 1,m,

индексы ζτ ∈ {1, . . . , n}, τ = 1, k2, jg ∈ {1, . . . ,m}, g = 1, s2, jν ∈ {1, . . . ,m},
ν = s2 + 1,m (при этом, если множество Jg = {jg : g = 1, s2 }, а множество
Jν = {jν : ν = s2 + 1,m }, то Jg ∩ Jν = ∅, а Card Jg ∪ Jν = m).

Пусть выполняются тождества (3). Тогда в каждой из совокупностей{
1, X1θ(z, w), . . . , Xk1θ(z, w), Xζ1,m+θ(z, w), . . . , Xζ

k2
,m+θ(z, w)

}
,{

X1η(z, w), . . . , Xk1η(z, w), Xζ1,m+η(z, w), . . . , Xζ
k2
,m+η(z, w)

}
,

(4){
1, X1,m+jg(z, w), . . . , Xk1,m+jg(z, w), Xζ1jg(z, w), . . . , Xζ

k2
, jg(z, w)

}
,{

X1,m+jν(z, w), . . . , Xk1,m+jν(z, w), Xζ1jν(z, w), . . . , Xζ
k2
, jν(z, w)

}
,

θ = 1, s1, η = s1 + 1,m, g = 1, s2, ν = s2 + 1,m,

функции на интегральном многообразии

f(sz, kw) = 0 (5)

при всяких фиксированных значениях переменных zj, j = 1,m, j 6= α, и
w являются линейно связанными [17, с. 105] с помощью антиголоморфных
функций по переменной zα на области G; при фиксированных значениях пе-
ременных zj, j = 1,m, j 6= jβ, и w линейно связаны с помощью голомор-
фных функций по переменной zjβ на области G; при фиксированных зна-
чениях переменных z и wp, p = 1, n, p 6= γ линейно связаны с помощью
антиголоморфных функций по переменной wγ на области G; при фиксиро-
ванных значениях переменных z и wp, p = 1, n, p 6= ζδ линейно связаны
с помощью голоморфных функций по переменной wζδ на области G. Это
имеет место при каждом фиксированном α = s1 + 1,m, jβ, β = s2 + 1,m,
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γ = k1 + 1, n, ζδ, δ = k2 + 1, n. Поэтому вронскианы по zα, zjβ , wγ и wζδ каж-
дой из совокупностей (4) тождественно равны нулю на интегральном много-
образии (5), т.е. верна система тождеств

Wχ

(
1, λXθ(z, w)

)
= Ψθχ(f ; z, w) ∀(z, w) ∈ G, θ = 1, s1,

Wχ

(
λXη(z, w)

)
= Ψηχ(f ; z, w) ∀(z, w) ∈ G, η = s1 + 1,m,

(6)
Wχ

(
1, λXm+jg(z, w)

)
= Ψm+jg,χ(f ; z, w) ∀(z, w) ∈ G, g = 1, s2,

Wχ

(
λXm+jν(z, w)

)
= Ψm+jν ,χ(f ; z, w) ∀(z, w) ∈ G, ν = s2 + 1,m,

где число λ = k1 + k2, вектор-функции на области G

λXj : (z, w)→
(
X1j, . . . , Xk1j, Xζ1,m+j, . . . , Xζk2 ,m+j

)
(z, w) (j = 1,m ),

λXm+j : (z, w)→
(
X1,m+j, . . . , Xk1,m+j, Xζ1j, . . . , Xζk2 j

)
(z, w) (j = 1,m ),

скалярные функции Ψlχ : G → C такие, что Ψlχ(0; z, w) ≡ 0, l = 1, 2m, а
Wχ — вронскиан по переменной χ, которая принимает значения zα, zjβ , wγ и
wζδ (α = s1 + 1,m, β = s2 + 1,m, γ = k1 + 1, n, δ = k2 + 1, n ).

Таким образом, имеют место
Теорема 1. Для того, чтобы система (1) имела (s1, s2)-неавтономный

(n− k1, n− k2)-цилиндричный R-дифференцируемый частный интеграл (2),
необходимо выполнение системы тождеств (6).

Следствие 1. Система тождеств (6) при s2 = 0, k2 = 0 является необ-
ходимым условием наличия (s1, 0)-неавтономного (n−k1, n)-цилиндричного
голоморфного частного интеграла (2) у дифференциальной системы (1).

Следствие 2. Система тождеств (6) при s1 = 0, k1 = 0 является необ-
ходимым условием наличия (0, s2)-неавтономного (n, n−k2)-цилиндричного
антиголоморфного частного интеграла (2) у системы (1).

Следствие 3. Для того, чтобы у системы (1) существовал автоном-
ный (n − k1, n − k2)-цилиндричный R-дифференцируемый на области Ω ′

пространства Cn частный интеграл f : w → f(kw) ∀w ∈ Ω ′ необходимо
выполнение системы тождеств (6) при s1 = 0, s2 = 0.

Пусть R-дифференцируемые на области G, достаточное число раз, функ-
ции Xξl : G→ C, ξ = 1, n, l = 1, 2m, удовлетворяют условиям (6). Составим
функциональную систему
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ψθs1 + λϕ
[
λXθ(z, w)

]T
= Hθ(f ; z, w),

λϕ
[
∂p
χ
λXθ(z, w)

]T
= ∂p

χ
Hθ(f ; z, w), p = 1, λ, θ = 1, s1,

λϕ
[
λXη(z, w)

]T
= Hη(f ; z, w), (7)

λϕ
[
∂p
χ
λXη(z, w)

]T
= ∂p

χ
Hη(f ; z, w), p = 1, λ− 1, η = s1 + 1,m,

ψgs2 + λϕ
[
λXm+jg(z, w)

]T
= Hm+jg(f ; z, w),

λϕ
[
∂p
χ
λXm+jg(z, w)

]T
= ∂p

χ
Hm+jg(f ; z, w), p = 1, λ, g = 1, s2,

λϕ
[
λXm+jν(z, w)

]T
= Hm+jν(f ; z, w),

λϕ
[
∂p
χ
λXm+jν(z, w)

]T
= ∂p

χ
Hm+jν(f ; z, w), p = 1, λ− 1, ν = s2 + 1,m,

где функции Hl : G → C таковы, что Hl(0; z, w) ≡ 0, l = 1, 2m, T — знак
транспонирования, функции ψθs1, θ = 1, s1, и ψgs2, g = 1, s2, являются
координатами векторных функций s1ψ и s2ψ соответственно, а векторная
функция λϕ = (k1ϕ, k2ϕ) на области G имеет координатные функции

k1ϕ : (z, w)→ (ϕ1k1
, . . . , ϕk1k1

)(sz, kw), k2ϕ : (z, w)→ (ϕ1k2
, . . . , ϕk2k2

)(sz, kw).

Введём в рассмотрение уравнение Пфаффа

s1ψ(sz, kw)ds1z + s2ψ(sz, kw)d s2z + k1ϕ(sz, kw)dk1w + k2ϕ(sz, kw)d k2w = 0, (8)

где векторы-столбцы ds1z = colon(dz1, . . . , dzs1), d
s2z = colon

(
d z

j1
, . . . , d z

js2

)
,

dk1w = colon(dw1, . . . , dwk1
), d k2w = colon

(
dw

ζ1
, . . . , d w

ζk2

)
и докажем крите-

рий существования частного интеграла вида (2) у системы (1).
Теорема 2. Для того, чтобы система (1) имела R-дифференцируемый

на области G ′ частный интеграл (2), необходимо и достаточно сущест-
вования функций s1ψ, s2ψ, λϕ и Hl, l = 1, 2m, удовлетворяющих системе
(7), таких, что уравнение Пфаффа (8) имеет интегрирующий множитель,
после умножения на который получаем точное уравнение Пфаффа с общим
интегралом (2) на области Gr, r = s̃ + k̃, являющейся естественной про-
екцией G ′ на подпространство O s̃z k̃w, где s̃ и k̃ — число независимых и
зависимых переменных, от которых зависит функция (2).
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Доказательство. Необходимость. Пусть у системы (1) существует частный
интеграл (2). Тогда выполняются тождества (3). Дифференцируя их λ раз по
χ при θ = 1, s1, g = 1, s2, и λ − 1 раз по χ при η = s1 + 1,m, ν = s2 + 1,m,
убеждаемся, что векторные функции

s1ψ : (z, w)→ ∂s1zf(sz, kw), s2ψ : (z, w)→ ∂
s2z
f(sz, kw) ∀(z, w) ∈ G ′,

k1ϕ : (z, w)→ ∂
k1w
f(sz, kw), k2ϕ : (z, w)→ ∂

k2w
f(sz, kw) ∀(z, w) ∈ G ′,

являются решением функциональной системы (7) при

Hl(f ; z, w) = Φl(f ; z, w) ∀(z, w) ∈ G ′, l = 1, 2m,

где операторы ∂s1z = (∂z1, . . . , ∂zs1), ∂s2z =
(
∂
zj1
, . . . , ∂

zjs2

)
, ∂

k1w
= (∂w1

, . . . , ∂wk1),

∂
k2w

=
(
∂
wζ1
, . . . , ∂

wζk2

)
. Отсюда следует, что функция (2) есть общий интеграл

на области Gr уравнения Пфаффа (8).
Достаточность. Пусть s1ψ, s2ψ и λϕ — решение системы (7), а уравнение

Пфаффа (8), составленное на его основании, имеет при условии (5) интегри-
рующий множитель µ : (sz, kw)→ µ(sz, kw) и соответствующий этому множи-
телю общий интеграл (2). Тогда на Gr выполняется система тождеств

∂s1z f(sz, kw) = µ(sz, kw) s1ψ(sz, kw), ∂
s2z
f(sz, kw) = µ(sz, kw) s2ψ(sz, kw),

(9)
∂
k1w

f(sz, kw) = µ(sz, kw) k1ϕ(sz, kw), ∂
k2w

f(sz, kw) = µ(sz, kw) k2ϕ(sz, kw).

Отсюда в силу (7) получаем, что справедлива система тождеств (3), для
которой Φl(f ; z, w) = µ(sz, kw)Hl(f ; z, w) ∀(z, w) ∈ G ′, l = 1, 2m, а значит,
(2) есть частный интеграл дифференциальной системы (1).

Теорема 3. Пусть h систем (7) имеет q не являющихся линейно свя-
занными на области G ′ решений

s1ψε : (z, w)→ s1ψε(sz, kw), s2ψε : (z, w)→ s2ψε(sz, kw),
(10)

λϕε : (z, w)→ λϕε(sz, kw) ∀(z, w) ∈ G ′, ε = 1, q,

а построенные на их основании уравнения Пфаффа

s1ψε(sz, kw) ds1z + s2ψε(sz, kw) d s2z + k1ϕε(sz, kw) dk1w + k2ϕε(sz, kw) d k2w = 0 (11)

имеют соответственно R-дифференцируемые общие интегралы
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fε : (sz, kw)→ fε(
sz, kw) ∀(sz, kw) ∈ Gr, ε = 1, q.

Тогда эти общие интегралы функционально независимы на области Gr.

Доказательство. В силу тождеств (9) при f = fε, ε = 1, q, получаем, что

∂s1z fε(
sz, kw) = µε(

sz, kw) s1ψε(sz, kw), ∂
s2z
fε(

sz, kw) = µε(
sz, kw) s2ψε(sz, kw),

∂
k1w

fε(
sz, kw) = µε(

sz, kw) k1ϕε(sz, kw), ∂
k2w

fε(
sz, kw) = µε(

sz, kw) k2ϕε(sz, kw)

∀(sz, kw) ∈ Gr, ε = 1, q.

Поэтому матрица Якоби

J(fε(
sz,kw); sz, kw)=

∥∥s1Ψ(sz, kw)s2Ψ(sz, kw)k1Φ(sz, kw)k2Φ(sz, kw)
∥∥ ∀(sz, kw)∈Gr,

где матрица
∥∥s1Ψ s2Ψ k1Φ k2Φ

∥∥ составлена из (q×s1)-матрицы s1Ψ =
∥∥µεψεθs1∥∥,

(q × s2)-матрицы s2Ψ =
∥∥µε ψεgs2∥∥, (q × k1)-матрицы k1Φ =

∥∥µε ϕεξk1

∥∥ и

(q × k2)-матрицы k2Φ =
∥∥µεϕετk2

∥∥. Так как решения (10) не являются ли-

нейно связанными, то rank J(fε(
sz, kw); sz, kw) = q почти везде на области Gr,

за исключением, быть может, множества r-мерной меры нуль.
Таким образом, общие интегралы уравнений Пфаффа (11) являются фун-

кционально независимыми на области Gr.

Система уравнений в полных дифференциалах

dw1 = (w2
1 + w2w2) dz + (w1w2 + w2w2 + (2 + z )w 2

2 ) d z ,

dw2 = (w2w1 − (1 + z)w2
2 ) dz + w1(w2 + w2) d z

(12)

такова, что вронскианы по переменным z, z, w2 и w1 совокупностей{
w2

1 + w2w2, w1(w2 + w2)
}

и {
w1w2 + w2w2 + (2 + z )w 2

2, w1w2 − (1 + z )w 2
2
}

обращаются в нуль на интегральном многообразии w1 + w2 = 0.

Следовательно, выполняются необходимые условия существования у сис-
темы (12) автономного (1,1)-цилиндричного частного интеграла (теорема 1).

Из системы (7) для дифференциальной системы (12) при
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H1 : (z, w1, w2)→(w1 + w2)(w1 + w2), H2 : (z, w1, w2)→(w1 + w2)(w2 + w2)

находим решение ϕ1 : (z, w1, w2) → 1, ϕ2 : (z, w1, w2) → 1 ∀(z, w1, w2) ∈ C3.

Составленное на основании этого решения уравнение Пфаффа (теорема 2)

dw1 + dw2 = 0

имеет интегрирующий множитель µ : (w1, w2)→ 1 и общий интеграл

f : (w1, w2)→ w1 + w2 ∀(w1, w2) ∈ C2. (13)

Таким образом, функция (13) является автономным (1,1)-цилиндричным
частным интегралом системы уравнений в полных дифференциалах (12).

R-дифференцируемые первые интегралы

Пусть система (1) имеет (s1, s2)-неавтономный (n−k1, n−k2)-цилиндрич-
ный R-дифференцируемый на области G ′ первый интеграл

F : (z, w)→ F (sz, kw) ∀(z, w) ∈ G ′. (14)

Тогда, согласно критерию существования первого интеграла, справедлива
система тождеств XlskF (sz, kw) = 0 ∀(z, w) ∈ G ′, l = 1, 2m. Это означает,
что вронскианы каждой из совокупностей (4) тождественно равны нулю наG,
т.е. выполняется система тождеств (6) на области G при Ψlχ = 0, l = 1, 2m;
обозначим её (6̃). Тем самым, доказаны

Теорема 4. Для того, чтобы система (1) имела (s1, s2)-неавтономный
(n − k1, n − k2)-цилиндричный R-дифференцируемый первый интеграл (14),
необходимо выполнение системы тождеств (6̃).

Следствие 4. Система тождеств (6̃) при s2 = 0, k2 = 0 является необ-
ходимым условием наличия (s1, 0)-неавтономного (n−k1, n)-цилиндричного
голоморфного первого интеграла (14) у дифференциальной системы (1).

Следствие 5. Система тождеств (6̃) при s1 = 0, k1 = 0 является необ-
ходимым условием наличия (0, s2)-неавтономного (n, n−k2)-цилиндричного
антиголоморфного первого интеграла (14) у системы (1).

Следствие 6. Для того, чтобы у системы (1) существовал автоном-
ный (n − k1, n − k2)-цилиндричный R-дифференцируемый на области Ω ′

пространства Cn первый интеграл F : w → F (kw) ∀w ∈ Ω ′ необходимо
выполнение системы тождеств (6̃) при s1 = 0, s2 = 0.
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Пусть R-дифференцируемые функции Xξl : G → C, ξ = 1, n, l = 1, 2m,

удовлетворяют условиям (6̃). Составим функциональную систему (7), фор-
мально заменив Hl, l = 1, 2m, нулём; обозначим такую систему (7̃).

Теорема 5. Для того, чтобы система (1) имела R-дифференцируемый
первый интеграл (14), необходимо и достаточно существования функций
s1ψ, s2ψ и λϕ, удовлетворяющих системе (7̃), таких, что функция (14) яв-
ляется общим интегралом уравнения Пфаффа (8).

Доказательство теоремы 5 основано на тех же принципах, что и доказа-
тельство теоремы 2. Аналогично теореме 3 доказывается

Теорема 6. Пусть у системы (7̃) существуют q не являющихся линей-
но связанными на области G ′ решений (10), для которых соответствую-
щие уравнения Пфаффа (11) имеют общие R-дифференцируемые интегралы

Fε : (sz, kw)→ Fε(
sz, kw) ∀(sz, kw) ∈ Gr, ε = 1, q.

Тогда эти общие интегралы функционально независимыми на области Gr.

Для системы уравнений в полных дифференциалах

dw1 =
2

z
w2 dz −

( 1

z
w1 + 2w2

2 + 2z w2w1

)
d z ,

dw2 = − dz + z (w2 + z w1) d z

(15)

выполняются необходимые условия (теорема 4) существования (1,0)-неавто-
номного (2,0)-цилиндричного первого интеграла, так как вронскианы по пе-
ременным z, w1 и w2 совокупностей{

1, − 1

z
w1 − 2w 2

2 − 2 z w1w2, z( z w1 + w2)
}

и
{ 2w2

z
, − 1

}
равны нулю на любой области G из множества {(z, w1, w2) : z 6= 0}.

Из функциональной системы (7̃) для дифференциальной системы (15)

ψ1 −
( 1

z
w1 + 2w 2

2 + 2 z w1w2

)
ϕ1 + z(w2 + z w1)ϕ2 = 0,

− 2w1w2 ϕ1 + zw1 ϕ2 = 0, − 2 z w2 ϕ1 + z z ϕ2 = 0,
2

z
w2 ϕ1 − ϕ2 = 0

находим решение ψ1: (z, w1, w2)→ w1, ϕ1: (z, w1, w2)→ z, ϕ2: (z, w1, w2)→ 2w2

∀(z, w1, w2) ∈ G. Построенное на его основании уравнение Пфаффа
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w1 dz + z dw1 + 2w2 dw2 = 0

имеет общий интеграл (теорема 5)

F : (z, w1, w2)→ z w1 + w 2
2 ∀(z, w1, w2) ∈ G. (16)

Так как скобки Пуассона[
X1(z, w1, w2),X2(z, w1, w2)

]
=
(
1 + 2z w2( z w1 + w2 )

)(
2w2 ∂w1

− z ∂w2

)
−

−
(
1 + 2 z w2(w2 + z w1)

)(
2w2 ∂w1

− z ∂
w2

)
∀(z, w1, w2) ∈ G

не равны нуль-оператору на области G, то система уравнений в полных диф-
ференциалах (15) не является вполне разрешимой, а её интегральный базис
состоит не более, чем из одного первого интеграла.

Таким образом, (1,0)-неавтономный (2,0)-цилиндричный первый интег-
рал (16) образует интегральный базис системы (15) на любой области G из
множества {(z, w1, w2) : z 6= 0} пространства C3.

R-дифференцируемые последние множители

Допустим теперь, что система (1) имеет R-дифференцируемый (s1,s2)-не-
автономный (n−k1, n−k2)-цилиндричный последний множитель

µ : (z, w)→ µ(sz, kw) ∀(z, w) ∈ G′. (17)

Тогда, согласно критерию существования последнего множителя, спра-
ведлива система тождеств

Xlskµ(sz, kw) + µ(sz, kw) div Xl(z, w) = 0 ∀(z, w) ∈ G′, l = 1, 2m. (18)

Отсюда методом, аналогичным использованному при доказательстве тео-
ремы 1, устанавливаем, что выполняется система

Wχ

(
1, λXθ(z, w), div Xθ(z, w)

)
= 0 ∀(z, w) ∈ G′, θ = 1, s1,

Wχ

(
1, λXη(z, w), div Xη(z, w)

)
= 0 ∀(z, w) ∈ G′, η = s1 + 1,m,

(19)
Wχ

(
1, λXm+jg(z, w), div Xm+jg(z, w)

)
= 0 ∀(z, w) ∈ G′, g = 1, s2,

Wχ

(
λXm+jν(z, w), div Xm+jν(z, w)

)
= 0 ∀(z, w) ∈ G′, ν = s2 + 1,m.

Поэтому имеют место
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Теорема 7. Для того, чтобы системы (1) имела (s1, s2)-неавтономный
(n− k1, n− k2)-цилиндричный R-дифференцируемый последний множитель
(17), необходимо выполнение системы тождеств (19).

Следствие 7. Система тождеств (19) при s2 = 0, k2 = 0 является не-
обходимым условием наличия (s1, 0)-неавтономного (n − k1, n)-цилиндрич-
ного голоморфного последнего множителя (17) у системы (1).

Следствие 8. Система тождеств (19) при s1 = 0, k1 = 0 является не-
обходимым условием наличия (0, s2)-неавтономного (n, n − k2)-цилиндрич-
ного антиголоморфного последнего множителя (17) у системы (1).

Следствие 9. Для того, чтобы у системы (1) существовал автоном-
ный (n − k1, n − k2)-цилиндричный R-дифференцируемый на области Ω ′

пространства Cn последний множитель µ : w → µ(kw) ∀w∈ Ω ′ необходи-
мо выполнение системы тождеств (19) при s1 = 0, s2 = 0.

Пусть R-дифференцируемые функции Xξl : G → C, ξ = 1, n, l = 1, 2m,
удовлетворяют условиям (19). Составим функциональную систему (7), фор-
мально считая Hl(z, w) = − div Xl(z, w), l = 1, 2m; обозначим её ( 7̂ ).

Теорема 8. Для того, чтобы система (1) имела последний множитель
(17), необходимо и достаточно существования функций s1ψ, s2ψ и λϕ, удов-
летворяющих системе ( 7̂ ), таких, что составленное на их основании урав-
нение Пфаффа (8) является точным на области Gr. При этом последний
множитель (17) системы (1) представим в виде

µ : (z, w)→ exp g(sz, kw) ∀(z, w) ∈ G′, (20)

где функция

g : (sz, kw)→
∫
s1ψ(sz, kw)ds1z + s2ψ(sz, kw)d s2z + k1ϕ(sz, kw)dk1w + k2ϕ(sz, kw)d k2w.

Доказательство. Необходимость. Если у система (1) существует R-диф-
ференцируемый последний множитель (17), то верна система тождеств (18).
Выполним почленное деление тождеств (18) на µ(sz, kw), а затем процесс диф-
ференцирования, описанный при доказательстве теоремы 2, полученных тож-
деств по χ. В результате убеждаемся, что векторные функции

s1ψ : (sz, kw)→ ∂s1z lnµ(sz, kw), s2ψ : (sz, kw)→ ∂
s2z

lnµ(sz, kw),

k1ϕ : (sz, kw)→ ∂
k1w

lnµ(sz, kw), k2ϕ : (sz, kw)→ ∂
k2w

lnµ(sz, kw) ∀(sz, kw) ∈ Gr
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являются решением системы ( 7̂ ). Уравнение Пфаффа (8) является точным,
а последний множитель системы (1) строится по формуле (20).

Достаточность. Пусть s1ψ, s2ψ, λϕ — решение системы ( 7̂ ), а уравнение
Пфаффа (8), составленное на его основании, является точным на области Gr.
Тогда справедливы тождества

∂s1z g(sz, kw) = s1ψ(sz, kw), ∂
s2z
g(sz, kw) = s2ψ(sz, kw) ∀(sz, kw) ∈ Gr,

∂
k1w

g(sz, kw) = k1ϕ(sz, kw), ∂
k2w

g(sz, kw) = k2ϕ(sz, kw) ∀(sz, kw) ∈ Gr.

Отсюда в силу ( 7̂ ) получаем, что имеет место система тождеств (18).
Следовательно, функция (20) будет последним множителем системы (1).

Подобно теореме 3 доказывается
Теорема 9. Пусть у системы ( 7̂ ) существуют q не являющихся линей-

но связанными на области G′решений (10), для которых соответствующие
уравнения Пфаффа (11) являются точными на области Gr. Тогда R-диффе-
ренцируемые последние множители системы (1)

µε : (z, w)→ exp

(∫
s1ψε(sz, kw) ds1z + s2ψε(sz, kw) d s2z +

+ k1ϕε(sz, kw) dk1w + k2ϕε(sz, kw) d k2w

)
∀(z, w) ∈ G′, ε = 1, q,

являются функционально независимыми на области G′.

Система уравнений в полных дифференциалах

dw1 = w1(1 + 2w2) dz + w1(1 + 2w2) d z,

dw2 = w2(w1 − 1) dz − w2(w2 + w1) d z
(21)

такова, что у совокупностей
{
w1(1 + 2w2), 1 + 2w2

}
и
{
w1(1 + 2w2), 1 + 2w2

}
вронскианы по переменным z, z, w2, w1 и w2 равны нулю на C3.

Значит, выполняются необходимые условия существования у системы (21)
автономного (1,2)-цилиндричного последнего множителя (следствие 9).

Из функциональной системы ( 7̂ ) для системы (21)

w1(1 + 2w2)ϕ = − (1 + 2w2), 2w1 ϕ = − 2, w1(1 + 2w2)ϕ = − (1 + 2w2)
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находим решение ϕ : (w1, w2)→ −
1

w1
∀(w1, w2) ∈ Ω, где Ω — любая область

из множества {(w1, w2) : w1 6= 0} пространства C2.

Тогда автономный голоморфный последний множитель (теорема 8) сис-
темы уравнений в полных дифференциалах (21) имеет вид

µ : (w1, w2)→
1

w1
∀(w1, w2) ∈ Ω.
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